
Modul MKP-zemětřeseni - Teoretické základy

1. Základńı rovnice metody konečných prvk̊u s uvážeńım seismicity

Základńı rovnici vynuceného kmitáńı soustavy s N stupni volnosti zaṕı̌seme ve tvaru

Mr̈(t) + Cṙ(t) + Kr(t) = F (t) , (1)

Rovnice (1) představuje soustavu N diferenciálńıch pohybových rovnic druhého řadu, kde ṙ =
dr

dt
a r̈ =

d2r

dt2
vyjadřuj́ı rychlost a zrychleńı ve směru i-tého stupně volnosti (i = 1, . . . , N).

V př́ıpadě metody konečných prvk̊u (MKP) představuje vektor r vektor neznámých uzlových

posunut́ı. Matice M, C a K reprezentuj́ı matici hmotnosti, tlumeńı a tuhosti konstrukce. Vektor

F je vektor vněǰśıho uzlového zat́ıžeńı.

Aktuálńı verze programu GEO5 MKP se omezuje pouze na posouzeńı účink̊u zemětřeseńı

reprezentovaného předepsaným zrychleńım podpovrchových podélných (tlakových P) a př́ıčných

(smykových S) vln. Přitom se předpokládá, že tyto vlny se š́ı̌ŕı od spodńı hranice numerického

modelu směrem k povrchu. Výsledné pole zrychleńı v prostoru a čase ü(x, t)1 lze v tomto př́ıpadě

s výhodou vyjádřit jako součet zrychleńı předepsaného všem uzl̊um numerického modelu a(t)

a jeho relativńı odchylky üR(x, t)

ü(x, t) = a(t) + üR(x, t). (2)

1.1. Zp̊usob zavedeńı zrychleńı a(t) do výpočtu

Celkový posun v libovolném mı́stě modelu je roven součtu posunu uu př́ıslušný vlně, která

se š́ı̌ŕı směrem nahoru a posunu ud př́ıslušný vlně, která se š́ı̌ŕı směrem dol̊u, tedy

u(x, t) = uu(x, t) + ud(x, t). (3)

Seismické pohyby jsou zpravidla monitorovány na volném povrchu. V takovém př́ıpadě hovoř́ıme

o tzv. outcrop motion, viz obr. 1. Abychom však byli schopni metodou konečných prvk̊u pre-

dikovat zrychleńı změřené na terénu, je nutné zrychleńı a(t), které předepisujeme na spodńı

hranici modelu, vhodným zp̊usobem upravit v závislosti na typu vrstevnatého podlož́ı.

V př́ıpadě, kdy záznam je poř́ızen v bodě m1 a spodńı hranici modelu uvažujeme bud’ v

hornině (bod a1) nebo na rozhrańı zeminy a horniny (bod a2) by bylo zřejmě př́ıpustné uvažovat

1V př́ıpadě 2D úlohy představuje vektor u = {u, v} posuny ve směru souřadnicových os x, y.
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Obrázek 1: Zavedeńı zrychleńı do modelu.

aa1,2 ≈ ü1.
2 V př́ıpadě hranice uvažované v bodech b1 a b2 se však hodnota posunu ub1,2 od

hodnoty posunu, a to jak u1 tak i u2, může výrazně lǐsit, tedy ab1,2 6= ü1,2. Pro bod m2 lze

nav́ıc předpokládat, že aa1,2 6= ü2. Pro spravné nastaveńı předepsaného zrychleńı lze použ́ıt

např́ıklad program SHAKE [1]. Daľśı podrobnosti lze nalézt v [2].

1.2. Definice okrajových podmı́nek na spodńı hranici modelu

Vzhledem k tomu, že na volném povrchu jsou amplitudy př́ıchoźı vlny a odražené vlny

shodné, lze celkový posun na povrchu terénu vyjádřit jako dvojnásobek posunu př́ıchoźı vlny

u(x, t) = 2uu(x, t). Pro obecný bod uvnitř modelu plat́ı rov. (3). Omeźıme-li se na spodńı

hranici modelu, lze tuto rovnici zapsat ve tvaru

u(x, t)|x=xBB
= uI(x, t)|x=xBB

+ uO(x, t)|x=xBB
, (4)

kde BB označuje spodńı hranici modelu, uI a uO reprezentuj́ı př́ıchoźı vlnu (vlnu, která do

modelu vstupuje), respektive odchoźı vlnu (vlnu, která model opoušt́ı).

Předchoźı vztahy nyńı využijeme při definici předepsaného zrychleńı a v závislosti na volbě

okrajových podmı́nek předepsaných na spodńı hranici modelu. Program GEO5 MKP umožňuje

definovat dva typy okrajových podmı́nek, a to pevné okrajové podmı́nky a absorpčńı okrajové

podmı́nky.

2Rychlost š́ı̌reńı seismické vlny je úměrná tuhosti prostřed́ı, kterým se vlna š́ı̌ŕı. V hornině může být tedy

oproti zemině rychlost š́ı̌reńı vlny řádově vyšš́ı.
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Obrázek 2: a) Pevné (kinematické) okrajové podmı́nky, b) Absorpčńı (silové) okrajové podmı́nky.

1.2.1. Pevné okrajové podmı́nky

Pevnou okrajovou podmı́nku lze spolehlivě aplikovat pouze v př́ıpadě, že spodńı hranice

modelu se nacháźı na rozhrańı velmi tuhé horniny a měkké zeminy. V takovém př́ıpadě se

př́ıchoźı vlna “zcela” odraźı zpět do modelu. S ohledem na rovnice (4) a (2) lze tud́ıž psát

u(x, t) = u(t)|x=xBB
+ uR(x, t), uR(x = xBB, t) = 0, a(t) = ü(t)x=xBB

. (5)

Jak je také patrné z obr. 2(a), je hodnota relativńıho posunu podél spodńı hranice modelu BB

rovna nule. Podél této hranice tedy předepisujeme kinematické okrajové podmı́nky. Velikost

předepsaného zrychleńı a odpov́ıdá zrychleńı celkového posunu, viz rov. (3), v mı́stě hranice

BB. Připomeňme, že v př́ıpadě monitorovaćıho bodu m1 a spodńı hranice modelu v bodě a2 na

obr. 1 lze hodnotu předepsaného zrychleńı uvažovat rovnu outcrop motion a ≈ ü1.

1.2.2. Absorpčńı okrajové podmı́nky

Uvažujme obr. 2(b), tud́ıž spodńı hranici modelu uvnitř vrstvy pod rozhrańım AA. Hodnotu

posunu v libovolném bodě vrstvy mezi rozhrańımi AA a BB můžeme v souladu s rovnicemi (3)

a (2) zapsat ve tvaru

u(x, t) = uI(x, t) + uO(x, t) = uIBB(t) + uR(x, t), (6)

kde uIBB představuje př́ıchoźı vlnu v mı́stě hranice BB. Vzhledem k tomu, že toto rozhrańı

je uvnitř homogenńı vrstvy, tak odchoźı vlna touto hranićı pouze projde. Teoretický model
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předpokládá, že poloprostor pod hranićı BB je nekonečný, tud́ıž tato vlna se již ve výpočtu

nijak neprojev́ı a je nutné ji na rozhrańı BB utlumit.

Odchoźı vlna uO

uO(x, t) = uIBB(t) + uR(x, t)− uI(x, t), (7)

vyhovuje na hranici BB radiačńı podmı́nce
∂uO(x, t)

∂x
∂vO(x, t)

∂y


x=xBB

=


1

cs
0

0
1

cp




duO(x, t)

dt
dvO(x, t)

dt


x=xBB

, (8)

kde cp a cs představuj́ı rychlosti š́ı̌reńı P a S vln ve tvaru

cp =

√
Eoed
ρ
, cs =

√
G

ρ
(9)

kde ρ, Eoed, G vyjadřuj́ı hustotu, edometrický modul a smykový modul dané vrstvy podlož́ı. S

odkazem na rovnice (6) a (2) je však nutné vyjádřit podmı́nku (8) v závislosti na relativńım

posunu uR. Postup popsaný v [3] vede na statickou (silovou) okrajovou podmı́nku ve tvaru px = τxy

py = σy


x=xBB

=

 G 0

0 Eoed




∂uR(x, t)

∂x
∂vR(x, t)

∂y


x=xBB

=

 ρcs 0

0 ρcp




duR(x, t)

dt
− duIBB(t)

dt
dvR(x, t)

dt
− dvIBB(t)

dt


x=xBB

. (10)

Graficky je tato podmı́nka znázorněna na obr. 2(b) ve formě tlumiče s viskozitou ρcs, resp. ρcp.

Pro předepsané zrychleńı s odkazem na rovnice (6) a (2) plat́ı

a(t) = üIBB(t). (11)

Pokud se tedy omeźıme v obr. 1 na př́ıpad monitorovaćıho bodu m1 a spodńı hranice modelu

v bodě a1 lze hodnotu zrychleńı uvažovat přibližně rovnu polovině hodnoty zrychleńı př́ıslušné

outcrop motion, tedy a ≈ 1
2
ü1.

Stoj́ı také za zmı́nku, že definice absorpčńıch okrajových podmı́nek předpokládá, že vrstva

obsahuj́ıćı hranici BB se chová lineárně pružně. Nelineárńı chováńı by mělo být tedy omezeno

pouze na vrchńı vrtsvy podlož́ı.
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Obrázek 3: Porovnáńı odezvy homogenńı vrstvy při použit́ı pevných a absorpčńıch okrajových podmı́nek.

Na obr. 3 je pro zaj́ımavost porovnán pr̊uběh vodorovného posunu na povrchu homogenńı

vrstvy mocné 50 m zat́ıžené předepsaným vodorovným zrychleńım při použit́ı pevných a ab-

sorpčńıch okrajových podmı́nek. Je zřejmé, že v př́ıpadě pevných okrajových podmı́nek je od-

choźı vlna uvězněna v modelu. Neuváž́ıme-li tedy materiálový útlum, bude systém kmitat i po

úplném odezněńı zat́ıžeńı. V př́ıpadě absorpčńıch okrajových podmı́nek je zřejmé, že odchoźı

vlna je utlumena a po odezněńı zat́ıžeńı kmitáńı systému postupně ustane. Podrobněǰśı studie

vlivu okrajových podmı́nek zavedených na spodńı hranici modelu je k dispozici v [4, 5].

1.3. Definice okrajových podmı́nek podél bočńı hranice modelu

Předpokládejme, že geometrické i fyzikálńı vlastnosti podlož́ı se v horizontálńım směru

neměńı, viz obr. 4. V takovém př́ıpadě bude odezva systému na předepsané seismické zat́ıžeńı

v každém svislém řezu stejná. To odpov́ıdá tzv. Free field podmı́nkám a pro řešeńı úlohy lze

uvažovat jednorozměrný (1D) Free field column (FF) model.

Řešeńı této úlohy s uvážeńım dvourozměrného (2D) modelu, který je v horizontálńım směru

omezen svislými hranicemi (LB), viz obr. 4, vyžaduje na těchto hranićıch zavedeńı vhodných

okrajových podmı́nek, které zajist́ı, že odezvy predikované 1DFF modelem a 2D modelem

budou shodné. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy předpokládáme zat́ıžeńı pouze př́ıčnými S vlnami,

by standardńı kinematické okrajové podmı́nky na obr. 4 byly postačuj́ıćı. V př́ıpadě kombinace

P a S vln to však již možné neńı. V tomto obecném př́ıpadě se osvědčila statická okrajová

podmı́nka, kdy na svislé hranici předepisujeme svislé povrchové śıly odpov́ıdaj́ıćı smykovému
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2D model

1D Free field column model

Obrázek 4: 2D nekonečný pás podlož́ı a 1D Free field model.

(a)

(b)

Obrázek 5: Okrajové podmı́nky na svislých okraj́ıch modelu s uvážeńım a) pevné a b) absorpčńı okrajové

podmı́nky na spodńı hranici. 1D Free field column model a 2D model.

napět́ı τFFxy generovaného FF analýzou, jak je naznačeno na obr. 5.

Pokud budou Free field podmı́nky narušeny např. zářezem, výrubem apod. (obr. 4), bude

nutné př́ıchoźı vlny odpov́ıdaj́ıćı rozd́ılu skutečné a FF analýzy na svislé hranici utlumit. To
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zajist́ıme, podobně jako v př́ıpadě absorpčńı okrajové podmı́nky na spodńı hranici modelu

(podkapitola 1.2), zavedeńım radiačńı (statické) okrajové podmı́nky, jak je opět patrné z obr. 53.

Daľśı podrobnosti lze nalézt v [3]. Podrobná studie vlivu okrajových podmı́nek předepsaných

na svislých LB hranićıch byla provedena v [4].

V př́ıpadě pevných okrajových podmı́nek a s uvážeńım 2D úlohy, obr. 5(a), zaṕı̌seme

výslednou formu rov. (1) ve tvaru

MüR + CMu̇R +KuR + CLBu̇R|x=0,L

= −Mü0 − CMu̇0 + CLBu̇FFR |x=0,L −Rτ |x=0 +Rτ |x=L, (12)

kde u0 = u(xBB). V př́ıpadě absorpčńıch okrajových podmı́nek, obr. 5(b), přejde rov. (1) na

tvar

MüR + CMu̇R +KuR + CBBu̇R|y=0 + CLBu̇R|x=0,L

= −MüIBB − CMu̇IBB + CBBu̇IBB|y=0 + CLBu̇FFR |x=0,L −Rτ |x=0 +Rτ |x=L. (13)

Matice tlumeńı se tedy rozpadne na účinky materiálového útlumu (CM) a absorpčńı účinky na

hranićıch BB (CBB), resp. LB (CLB). Zat́ıžeńı F (t) odpov́ıdá účinku předepsaných setrvačných

sil, prvńı člen na pravé straně rovnic (12) a (13).

1.4. Př́ımá integrace pohybových rovnic

Výpočet vektoru neznámých posun̊u r vyžaduje časovou integraci rov. (1)4. Program GEO5

MKP využ́ıvá implicitńı Newmarkovu metodu udávaj́ıćı vztah mezi vektorem posunut́ı, rych-

losti a zrychleńı v integračńım kroku n+1, pokud známe tyto veličiny v kroku n, následovně [6, 7]

rn+1 = rn + ∆tṙn +
∆t2

2
[(1− 2β)r̈n + 2βr̈n+1] , (14)

ṙn+1 = ṙn + ∆t [(1− γ)r̈n + γr̈n+1] , (15)

kde ∆t představuje délku integračńıho kroku a β, γ jsou parametry metody pro vyjádřeńı

vektoru posunut́ı, resp. rychlosti. V souladu s př́ırustkovým řešeńım standardńı statické úlohy

napjatosti převedeme rovnice (14) a (15) zavedeńım př́ırustku vektoru posunut́ı ∆r = rn+1 na

3Vlny, které se směrem k hranici š́ı̌ŕı pod určitým úhlem r̊uzným od 90◦, budou utlumeny jen přibližně.
4V př́ıpadě programu GEO5 MKP řeš́ıme rov. (12) nebo (13) pro neznámý vektor posunut́ı uR
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tvar

r̈n+1 = b1∆r − b2ṙn − b3r̈n, (16)

ṙn+1 = b4∆r − b5ṙn − b6r̈n, (17)

rn+1 = rn + ∆r. (18)

kde parametry b1 − b6 jsou vyjádřeny následovně

b1 =
1

β∆t2
, b2 =

1

β∆t
, b3 =

1− 2β

2β
,

b4 =
γ

β∆t
, b5 =

γ

β
− 1, b3 =

γ − 2β

2β
∆y.

(19)

S využit́ım předchoźıch rovnic źıskáme př́ırustkový tvar rovnice (1)

(
b1M + b4C + Kk

)
∆r = F n+1 + (b2M + b5C) ṙn + (b3M + b6C) r̈n −Rk, (20)

kde F n+1 vyjadřuje zat́ıžeńı v n+1 integračńım kroku a Rk (R0 = Rn) je vektor vnitřńıch sil v

k-té iteraci daného integračńıho kroku. Parametry β, γ lze zvolit tak, aby metoda byla stabilńı.

V př́ıpadě, že stabilita řešeńı nezáv́ıśı na velikosti časového kroku, je metoda nepodmı́něně

stabilńı. Pro tento př́ıpad plat́ı [7]

2β ≤ γ ≤ 1

2
. (21)

Nejčasteǰśı volba je

β =
1

4
, γ =

1

2
, (22)

což vede na metodu pr̊uměrného konstantńıho zrycheńı. Toto nastaveńı je obecně doporučeno.

Zat́ım jsme se př́ılǐs nevěnovali přesnosti řešeńı. V [7] je přesnost řešeńı diskrétńı úlohy (řešeńı

je aproximováno konečným počtem stupń̊u volnosti v zavislosti śıt́ı konečných prvk̊u) vztaženo

k parametru ξ̄ = ξ + AD (poměrný algoritmický útlum) a RPE =
T− T

T
(relativńı chyba

periody), kde parametr ξ je součinitel poměrného útlumu (viz kapitola 4), AD vyjadřuje pokles

amplitudy daný algoritmem časové integrace, T je skutetečná perioda kmitáńı a T je perioda

kmitáńı diskrétńı úlohy. V př́ıpadě, že γ =
1

2
, plat́ı AD=0. Pokles výchylky v čase, nebudeme-li

uvažovat absorpčńı okrajové podmı́nky, je tedy ř́ızen pouze materiálovým útlumem (matice CM

např. v rov. (12)) daným nastavenou hodnotou parametru ξ.

Ukazuje se však, že v př́ıpadě diskrétńı úlohy je hodnota parametru AD 6= 0 žádoućı z

d̊uvodu eliminace účinku vyšš́ıch mód̊u kmitáńı, které jsou jen určitým artefaktem daným
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diskretizaćı úlohy. V př́ıpadě Newmarkovy meody se jako nejvhodněǰśı řešeńı jev́ı algoritmus

představený v [8] pod názvem α-Metoda. Při použit́ı této metody převedeme rov. (20) na tvar[
b1M + (1 + α)b4C + (1 + α)Kk

]
∆r = (23)

F n+1 + [b2M + ((1 + α)b5 + α) C] ṙn + [b3M + (1 + α)b6C] r̈n −Rk,

kde tn+α = tn+1 + α∆t. Pokud polož́ıme α = 0, přejdeme opět k rovnici (20).

Pro parametry α, β, γ plat́ı

α ∈
[
−1

3
, 0

]
, β =

1− α2

4
, γ =

1− 2α

2
. (24)

Metoda je v takovém př́ıpadě nepodmı́něně satbilńı a jej́ı přesnost je druhého řádu. Účinek

numerického útlumu klesá s rostoućı hodnotou α. Pro α = 0 dostaneme γ =
1

2
, tedy AD=0.

Jak metoda pr̊uměrného konstantńıho zrycheńı, tak i α-metoda jsou metody nepodmı́něně

stabilńı. Zvolený časový integračńı krok tak ř́ıd́ı přesnost řešeńı. To je do značné mı́ry ovlivněno

materiálovými vlastnostmi a typem śıtě (typ a velikost prvku, nerovnoměrné zahuštěńı). V

př́ıpadě obecné úlohy tak nelze optimálńı velikost kroku jednoznačně stanovit.

V př́ıpadě podmı́něně stabilńı Newmarkovy metody, kdy γ ≤ 1

2
, β ≤ γ, muśı časový inte-

gračńı krok ∆t splňovat podmı́nku [7]

∆t ≤ ∆tcrit, ∆tcrit =
Ωcrit

ωeq
, (25)

Ωcrit =
ξ
(
γ − 1

2

)
+
[
γ
2
− β + ξ2

(
γ − 1

2

)2] 1
2

γ
2
− β

, (26)

kde Ωcrit je kritická vzorkovaćı frekvence a ωeq je maximálńı vlastńı frekvence diskrétńıho

problému, kterou lze omezit maximálńı vlastńı frekvenćı jednotlivých prvk̊u. Nejčastěji použ́ıvanou

podmı́něně stabilńı metodou je metoda centrálńı diference kdy β = 0, γ = 1
2

a pro ξ = 0 je

Ωcrit = 2. V př́ıpadě, kdy matice hmotnosti i tlumeńı jsou diagonálńı, tak metoda centrálńı dife-

rence je explicitńı. Pro minimalizaci chyby periody se doporučuje kombinovat metodu centrálńı

diference s diagonálńı matićı hmotnosti (matice soustředěných hmotnost́ı). Naopak metodu

konstantńıho př́ırustku zrychleńı je vhodné kombinovat s konzistentńı matićı hmotnosti [7].

Vzhledem k tomu, že program GEO5 MKP pracuje pouze s konzistentńı matićı hmostnosti,

tak použit́ı metody centrálńı diference se nedoporučuje.

Přehled ∆tcrit pro 1D lineárńı a kvadratické tyčové prvky, a to jak pro matici soustředěných

hmotmost́ı, tak i konzistentńı matici hmotnosti jsou uvedeny např. v [7]. Daľśı př́ıklady odhad̊u
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∆tcrit jsou uvedeny v [9]. Program PLAXIS [10] využ́ıvá pro troúhelńıkové prvky vyšš́ıho řádu

odhady ∆tcrit prezentované v [11].

Na závěr poznamenejme, že v př́ıpadě zemětřeseńı je maximálńı délka kroku ř́ızena záznamem

zrychleńı, které většinou předpokládá vzorkováńı v intervalu ∆t ∈ [0.005, 0.01] s.

2. Výpočet vlastńıch tvar̊u a vlastńıch frekvenćı

Program GEO5 MKP umožňuje výpočet vlastńıch tvar̊u a frekvenćı systému řešeńım obecného

problému vlastńıch č́ısel ve tvaru (
M− ω2

αK
)
φα = 0, (27)

tedy bez uvažováńı materiálového útlumu. Vektor φα představuje vlastńı tvar kmitáńı př́ıslušný

vlastńı frekvenci ωα. Vlastńı tvary jsou během výpočtu normovány vzhledem k matici hmotnosti

φα =
φα[

φT
αMφα

] 1
2

rozměr

[
1√
t

]
. (28)

Pro účely vykreslováńı jsou vlastńı tvary dále normovány maximálńı celkovou hodnotou posunu

v uzlu (k-č́ıslo uzlu , Nn-celkový počet uzl̊u)

φα =
φα
Amaxα

[−], Amaxα = maxNnk=1

(√
(φxα,k)

2 + (φyα,k)
2
)
. (29)

Program GEO5 MKP řeš́ı úlohu vlastńıho kmitáńı, rov. (27), pro zadaný počet nejnižš́ıch

vlastńıch frekvenćı užit́ım standardńı metody inverzńı iterace podprostoru [6, 7, 12]. Při řešeńı

této úlohy lze volit bud’ Jacobiho metodu rotaćı, nebo Gram Schmidtovu ortogonalizaci. V

př́ıpadě Jacobiho metody rotaćı se v každém iteračńım kroku řeš́ı redukovaný problému vlastńıch

č́ısel. Tento výpočet je však velmi efektivńı a požadovaný počet iteračńıch krok̊u řešeńı rov. (27)

je zpravidla nižš́ı, než v př́ıpadě Gram Schmidtovy ortogonalizace. V př́ıpadě Jacobiho metody

však neńı zcela zajǐstěno, že metoda vždy nalezne požadovaný počet prvńıch K vlastńıch frek-

venćı.

V závislosti na nastaveńı výpočtu daný zvolenou metodou, počtem iteraćı a požadovanou

přesnost́ı mohou nastat následuj́ıćı varianty výsledku řešeńı:

1. Úspěšné řešeńı - počet nalezených vlastńıch frekvenćı s chybou menš́ı než zadaná je roven

počtu 5 požadovaných vlastńıch frekvenćı.

5V př́ıpadě Jacobiho metody rotaćı může být tento počet i vyšš́ı, viz [6].
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2. Částešně úspěšné řešeńı - počet nalezených vlastńıch frekvenćı s chybou menš́ı než zadaná

je menš́ı než počet požadovaných. V textovém souboru však program zobraźı i zbývaj́ıćı

vlastńı frekvence nalezené s chybou větš́ı než zadaná a chybu řešeńı př́ıslušnou nejvyšš́ı

vlastńı frekvenkci. Tento stav většinou nastává v d̊usledku překročeńı nastaveného počtu

iteraćı.

3. Neúspěšné řešeńı - program nenalezl žádnou vlastńı frekvenci.

Program nav́ıc podává informaci o možném vynecháńı některé z vlastńıch frekvenćı v se-

znamu vypočtených. V takové př́ıpadě se doporučuje zvoleńı jiné varianty metody výpočtu,

př́ıpadně zmenšeńı chyby výpočtu.

S + P S P

Obrázek 6: Kinematické okrajové podmı́nky uvažované při řešeńı úlohy vlastńıho kmitáńı.

Při výpočtu vlastńıch tvar̊u a frekvenćı umožňuje program GEO5 MKP uvažovat tři typy

podepřeńı dle obr. 6. V prvńım př́ıpadě (S+P) nebereme v úvahu mód vlastńıho kmitáńı. Ve

druhém a třet́ım př́ıpadě na druhou stranu preferujeme módy př́ıslušné horizontálńımu (S) a

vertikálńımu (P) kmitáńı. V každém př́ıpadě je však při výběru požadovaného tvaru kmitáńı,

např. pro výpočet parametr̊u materiálového útlumu popsaný v kapitole 4, vhodná vizuálńı

kontrola. Daľśım vod́ıtkem pro výběr vlastńıho tvaru kmitáńı mohou být parametry Modálńı

faktor pod́ılu vlastńıho tvaru a Modálńı efektivńı hmotnost vlastńıho tvaru.

2.1. Modálńı faktor pod́ılu vlastńıho tvaru

Omeźıme se pouze na 2D úlohu rovinné deformace bez uvažováńı rotačńıch stupň̊u volnosti.

Modálńı faktor pod́ılu vlastńıho tvaru Γα,i

Γα,i =
{φα}T [M] {Ii}

mα

rozměr
[√

t
]
, (30)

vyjadřuje, jak silně je kmitáńı ve směru př́ıslušné souřadnicové osy x, y vlastńım tvarem {φα}

reprezentováno. Vektor {Ii} je př́ıčinkový vektor př́ıslušný bud’ vodorovné (i ≡ x, {Ix}T =

{1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0}) nebo svislé (i ≡ y, {Iy}T = {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1}) složce kmitáńı. Zobecněná
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hmotnost mα je dána vztahem

mα = {φα}T [M] {φα} [−]. (31)

Jak již bylo řečeno jsou v programu GEO5 MKP vlastńı tvary normované vzhledem k matici

hmotnosti, tedy mα = 1.

2.2. Modálńı efektivńı hmotnost vlastńıho tvaru

Daľśım parametrem vyjadřuj́ıćım př́ıslušnost (d̊uležitost) daného tvaru k vodorovné a svislé

složce kmitáńı je efektivńı modálńı hmotnost vlastńıho tvaru

mα,i = (Γα,i)
2mα rozměr [t]. (32)

Tento parametr lze využ́ıt k určeńı minimálńıho počtu vlastńıch tvar̊u, které bychom měli

vźıt v úvahu např. při řešeńı rov. (1) metodou rozkladu do vlastńıch tvar̊u kmitáńı. Plat́ı, že

součet efektivńıch hmotnost́ı všech vlastńıch tvar̊u mα,i v libovolném směru kmitáńı (i ≡ x

nebo i ≡ y) je roven celkové hmotnosti systému až na hmotnost, která připadne na podepřené

stupně volnosti. Jedńım z výstup̊u programu je celková modálńı efektivńı hmotnost

TMEMi =
M∑
α=1

mα,i, (33)

kde M představuje počet uvažovaných (vypočtených) vlatńıch tvar̊u kmitáńı. Minimálńı počet

vlastńıch tvar̊u se většinou stanov́ı tak, aby hodnota TMEMi byla větš́ı než 90% celkové hmot-

nosti. Pokud je tento součet významně menš́ı mež celková hmotnost, tak to znamená, že tvary,

které maj́ı v daném směru významný př́ıspěvek, nebyly určeny.

3. Spektrum odezvy - generace umělého akcelerogram

K popisu časového pr̊uběhu seismického pohybu slouž́ı akcelerogram, tedy časový pr̊uběh

zrychleńı podlož́ı. V př́ıpadě rovinného modelu je seismický pohyb popsán pomoćı dvou složek

akcelerogramu. Jedna složka popisuje zrychleńı ve vodorovném směru a druhá ve svislém směru.

Dle Eurokódu 8 (EC8) mohou být k popisu seismického pohybu použity akcelerogramy umělé,

skutečné nebo simulované.

Skutečné akcelerogramy pocházej́ı z měřeńı skutečných zemětřeseńı zaznamenaných seismo-

grafickými stanicemi po celém světě. Simulované akcelerogramy se źıskávaj́ı simulacemi, kdy je

simulován jak zdroj seismické aktivity, tak i mechanismus š́ı̌reńı zemětřesných vln. Umělými

akcelerogramy se budeme zabývat v následuj́ıćı samostatné podkapitole.
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3.1. Spektrum pružné odezvy

Spektrem pružné odezvy určitého akcelerogramu se rozumı́ graf funkce a(T ) jej́ıž funkčńı

hodnota je definována jako maximálńı hodnota zrychleńı harmonického oscilátoru s jedńım

stupněm volnosti a vlastńı periodou T , který je t́ımto akcelerogramem buzen. Obrázek 7 uka-

zuje schema fyzikálńıho modelu, z kterého výpočet spektra odezvy vycháźı. Každý i-tý oscilátor

s hmotnost́ı mi, tuhost́ı pružného členu ki a koeficientem viskózńıho útlumu ci má vlastńı frek-

venci ω0,i =
√
ki/mi a koeficient poměrného útlumu ξi = ci/(2

√
miki). Předeṕı̌seme-li základně

tohoto oscilátoru zrychleńı a0(t), jeho hmota se bude pohybovat se zrychleńım ai(t). Absolutńı

hodnota maximálńı hodnoty zrychleńı ai(t) je hodnotou spektra odezvy Se(ai) vynesenou pro

periodu Ti = 2π/ω0,i. Př́ıklad návrhového spektra odezvy zrychleńı je uveden na obr. 8.

Obrázek 7: Princip výpočtu spektra pružné odezvy: harmonické oscilátory s r̊uznými vlastńımi frekvencemi jsou

buzeny akcelerogramem a0(t) a jsou sledovány jejich odezvy ai(t).

3.2. Umělé akcelerogramy

Umělý akcelerogram muśı být sestaven tak, aby odpov́ıdal spektrum pružné odezvy pro

viskózńı útlum ξ = 0,05 definovaný v Eurokódu 8. Eurokód 8 dále určuje minimálńı dobu trváńı

a nutný minimálńı počet r̊uzných použitých akcelerogramů použitých při posouzeńı seismické

odezvy konstrukce.

Následuj́ıćı algoritmus pro generováńı umělých akcelerogramů je převzatý z [13] a skládá se

z těchto krok̊u krok̊u:

1. Vygeneruje se Fourierovo spektrum s konstantńımi spektrálńımi amplitudami a náhodnými

fázovými posuny.

2. Pomoćı Fourierovy transformace se sestav́ı časový pr̊uběh zrychleńı.

3. Pro časový pr̊uběh zrychleńı se vypočte elastické spektrum odezvy pro systémy s jedńım

stupněm volnosti, jejichž vlastńı frekvence odpov́ıdaj́ı frekvenćım použitým ve Fourierově

spektru.
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Obrázek 8: Porovnáńı návrhového elastického spektra odezvy dle EC8 a spektra odezvy vypočteného pro vy-

tvořený časový pr̊uběh zrychleńı, převzato z [5].

4. Pro každou frekvenci se urč́ı pod́ıl návrhového elastického spektra odezvy dle Eurokódu

8 a spektra odezvy vypočteného pro vytvořený časový pr̊uběh zrychleńı.

5. Spektrálńı amplitudy p̊uvodńıho Fourierova spektra se uprav́ı na základě pod́ıl̊u źıskaných

v předchoźım kroku. Fázové posuny z̊ustávaj́ı beze změny.

6. Kroky 2–5 se opakuj́ı pro upravené Fourierovo spektrum, dokud spektrum odezvy vypočtené

pro vytvořený časový pr̊uběh zrychleńı neodpov́ıdá návrhovému elastickému spektru ode-

zvy dle Eurokódu 8 s maximálńı chybou 10 %, viz obr. 8.

Akcelerogram vygenerovaný výše popsaným algoritmem sice splňuje požadavky uvedené

v Eurokódu 8, nicméně je stacionárńı a postrádá charakteristické fáze pr̊uběhu typické pro

skutečně měřené zemětřeseńı, viz stacionárńı pr̊uběh na obr. 9.

Aby umělý akcelerogram źıskal fázi zvyšováńı zrychleńı, oblast silných otřes̊u a následný

útlum zrychleńı, je potřeba vynásobit pr̊uběh vygenerovaného stacionárńıho akcelerogramu

obálkovou funkćı E (t) [14]

E(t) = atbe−ct, (34)
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Obrázek 9: Porovnáńı stacionárńıho a nestacionárńıho uměle vytvořeného akcelerogramu, převzato z [5].

s koeficienty

a =

(
e

εTw

)b
, (35)

b =
−ε lnµ

1 + ε(ln ε− 1)
, (36)

c =
b

εTw
. (37)

kde Tw označuje specifickou délku trváńı zemětřeseńı. Parametr ε určuje v jakém okamžiku

specifické doby trváńı zemětřeseńı dosáhne obálková funkce maximálńı hodnoty. Parametr µ

určuje redukčńı poměr hodnoty obálkové funkce v čase Tw vzhledem k jej́ı maximálńı hodnotě.

Akcelerogram je generován tak, aby rychlost a posun v čase Tw byly nulové, přičemž nulová

počátečńı rychlost a nulový počátečńı posun, které má již stacionárńı akcelerogram, z̊ustávaj́ı

zachovány. Vliv použit́ı obálkové funkce na pr̊uběh zrychleńı je vidět na př́ıkladu modulo-

vaného akcelerogramu na obr. 9. Daľśı podrobnosti k tématice Eurokódu 8, spektra odezvy a

akcelerogramů je možné nalézt v [15, 16]. Podrobnostem týkaj́ıćıch se obálkové funkce uměle

vytvořeného akcelerogramu se věnuje [13].
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4. Zavedeńı materiálového útlumu

Nejjednodušš́ım zp̊usobem sestaveńı materiálové matice tlumeńı CM, přijatým také v pro-

gramu GEO5 MKP, je předpoklad tzv. proporcionálńıho útlumu. V takovém př́ıpadě plat́ı,

že

ΦTCMΦ = 2Ωd. (38)

Matice Φ označuje modálńı matici, tedy matici, jej́ıž sloupce jsou tvořeny jednotlivými vlastńımi

tvary kmitáńı konstrukce, viz kapitola 2. Matice Ωd je diagonálńı a jej́ı prvky jsou dány vztahem

ωdi = ξiωi, kde ωdi znač́ı frekvenci útlumu a ξi koeficient poměrného útlumu př́ıslušný vlastńı

frekvenci ωi. V takovém př́ıpadě jsou vlastńı tvary kmitáńı ortogonálńı i k matici útlumu CM. V

př́ıpadě užit́ı metody rozkladu do vlastńıch tvar̊u kmitáńı a vhodně zvoleném vektoru zat́ıžeńı

se rov. (1) rozpadne na soustavu n nezávislých diferenciálńıch rovnic, kde n je zvolený počet

vlastńıch tvar̊u, viz kapitola 2, což značně snižuje požadavky na výpočet.

Formulace proporcionálńıho útlumu (38) je velmi jednoduchá, nicméně předpokládá znalost

koeficient̊u poměrného útlumu ξi pro všechny vlastńı frekvence. Takový předpoklad je téměř

nemožné v praxi splnit, proto je potřeba přidat daľśı hypotézu, která umožńı určit hodnoty

všech ξi na základě pouze několika málo konstant. Z tohoto d̊uvodu je ve většině praktických

úloh uvažován Rayleigh̊uv útlum, který předpokládá, že matice tlumeńı CM je dána lineárńı

kombinaćı matice hmotnosti a matice tuhosti ve tvaru

CM = αM + βK, (39)

kde α, β jsou parametry poměrného útlumu6. Dı́ky tomu, že v programu GEO5 MKP jsou

vlastńı tvary normované vzhledem k matici hmotnosti, obdrž́ıme přenásobeńım rov. (39) zleva

ΦT a zprava Φ

2Ωd = αI + βΩ2 −→ 2ωdi = 2ξiωi = α + βω2
i , (40)

kde I je jednotková matice. Jak již bylo řečeno, je matice Ωd a tud́ıž i spektrálńı matice Ω,

obsahuj́ıćı kvadráty vlastńıch frekvenćı, diagonálńı.

Z charakteru rov. (40) je zřejmé, že pro výpočet parametr̊u α, β je postačuj́ıćı znalost dvou

vlastńıch frekvenćı ωi a j́ım př́ıslušných koeficient̊u poměrného útlumu ξi. Pokud předpokládáme,

že obě frekvence ωa a ωb jsou tlumeny stejným poměrným útlumem ξa = ξb = ξ, pak parametry

6Tyto parametry nemaj́ı žádnou souvislost s parametry α, β, γ představenými v podkapitole 1.4.
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α a β nabývaj́ı hodnot

α =
2ξωaωb
ωa + ωb

, β =
2ξ

ωa + ωb
. (41)

Většinou však máme k dispozici pouze jedinou hodnotu poměrného útlumu pro prvńı,

nejnižš́ı, vlastńı frekvenci ω1. Přijmeme-li v takovém př́ıpadě hypotézu, že prvńı vlastńı frek-

vence je tlumena nejméně, pak s využit́ım rov. (40) dostaneme

dξ

dωi
=

1

2

(
− α

ω2
i

+ β
)

= 0. (42)

Dosazeńım ωi = ω1 do rov. (42) źıskáme vztah

α = ω2
1β, (43)

jehož zpětným dosazeńı do rov. (40) dostaneme

α = ξ1ω1 , β =
ξ1
ω1

. (44)

Daľśı podrobnosti jsou uvedeny v [6].

4.1. Př́ıklad výpočtu parametr̊u α, β

Podrobnosti k prezentovanému př́ıkladu včetně geometrie numerického modelu a materiálových

vlastnost́ı jednotlivých vrstev podlož́ı jsou uvedeny v [5]. Zde se omeźıme pouze na stručný popis

možného zp̊usobu výpočtu parametr̊u Rayleighova útlumu α, β.
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Obrázek 10: a) Model podlož́ı, b) Spektrum odezvy.

Eurokód 8 uvád́ı pouze jednu hodnotu poměrného útlumu ξ = 0.05 (5%). Zvolený po-

stup výpočtu parametr̊u α, β ukáže, jak jsou jednotlivé vlastńı frekvence v̊uči zvolené hodnotě
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parametru ξ tlumeny. Pro ilustraci uvažujme jednoduchý model na obr. 10(a). Účinek ma-

teriálového útlumu nejlépe posoud́ıme při volbě pevných okrajových podmı́nek na hranici BB

(PBB). Abychom měli nav́ıc možnost vztáhnout vlastńı frekvence systému k předepsanému

zat́ıžeńı budeme uvažovat akcelerogram na obr. 3 vygenerovaný na základě návrhového spektra

odezvy na obr. 10(b), viz kapitola 3.

Zvolený akcelerogram vnáš́ı do systému pouze př́ıčné seismické vlny. Pro výpočet vlastńıch

frekvenćı jsme proto volili kinematické okrajové podmı́nky dle obr. 10(a), připomeňme také ka-

pitolu 2 a obr. 6. Pro výběr čistě smykových mód̊u vlastńıho kmitáńı jsme dále využili parametr

Modálńı faktor pod́ılu vlastńıho tvaru Γα,x.

Pro ilustraci posoud́ıme následuj́ıćı tři varianty výpočtu parametr̊u α, β:

1. Nejméně tlunemená je prvńı vlastńı frekvence. K výpočtu využijeme rov. (44).

2. Nejméně tlumené frekvence lež́ı v intervalu prvńı a třet́ı7 vlastńı frekvence. Třet́ı vlastńı

frekvence byla pro řešený př́ıklad zvolena dle doporučeńı v [10]. K výpočtu využijeme

rov. (41).

3. Nejméně tlumené frekvence lež́ı v intervalu prvńı vlastńı frekvence a převládaj́ıćı frekvence

vstupńıho akcelerogramu ωRS (návrhového spektra odezvy), viz obr. 10(b). K výpočtu

využijeme př́ıslušnou dvojici rovnic (40).

Tabulka 1: Parametry Rayleighova útlumu pro ξ = 5%, převzato z [5].

Type ω α β

Typ 1 ω1 0.1875 0.0133

Typ 2 ω1 + ω3 0.3143 0.0043

Typ 3 ω1 + ωRS 0.2888 0.0061

Výsledné hodnoty vlastńıch frekvenćı a parametr̊u α, β jsou uvedeny v tab. 1. Grafické

znázorněńı výše útlumu vlastńıch frekvenćı je patrné z obr. 11. Je zřejmé, že pěti procenty jsou

tlumeny pouze zvolené vlastńı frekvence. Z graf̊u lze vidět nejenom oblast nejméně tlumených

frekvenćı, ale i to, že nejv́ıce tlumeny jsou vysoké frekvence vstupńıho akcelerogramu8.

7Jedná se o třet́ı vlastńı frekvenci ze seznamu frekvenćı př́ıslušných pouze smykovým mód̊um kmitáńı.
8Na vodorovné ose je vynesena perioda T = 2π

ω .
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Obrázek 11: Graf závislosti velikosti poměrného útlumu na vlastńı periodě.
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Obrázek 12: Porovnáńı odezvy homogenńı vrstvy při použit́ı pevných a absorpčńıch okrajových podmı́nek.

Posouzeńı vlivu materiálového útlumu.

Pro zaj́ımavost ještě posoud́ıme účinek tlumeńı při použit́ı pevných a absorpčńıch (ABB)

okrajových podmı́nek. Pro jednoduchost se omeźıme na odezvu odpov́ıdaj́ıćı Free field column

analýze, viz obr. 10(a). Omeźıme se opět pouze na účinek horizontálńı složky zrychleńı z obr. 3.

Výsledné pr̊uběhy relativńıho vodorovného posunu bodu A na terénu jsou patrné z obr. 12.

Účinek materiálového útlumu je zřejmý a při použit́ı PBB podmı́nek představuje jediný zp̊usob,

jak po odezněńı zat́ıžeńı kmitáńı soustavy utlumit. V př́ıpadě ABB podmı́nek nemá materiálový

útlum až takový význam. V prezentovaném př́ıkladu nehraje zp̊usob výpočtu parametr̊u α, β

téměř žádnou roli.

19



5. Postup výpočtu

S předchoźıho textu je zřejmé, že vlastńı výpočet úlohy na účinky zemětřeńı vyžaduje určitou

sekvenci výpočt̊u, a to:

1. Statický výpočet napjatosti v dané fázi. Tento krok nastav́ı počátečńı napjatost

před zavedeńı vlasńıho dynamického zat́ıžeńı (předepsané zrychleńı).

2. Výpočet vlastńıch tvar̊u a vlastńıch frekvenćı. Výsledkem výpočtu je seznam prvńıch

M vlastńıch frekvenćı v pořad́ı ω1 < ω2 < . . . < ωM , kde M je požadovaný počet zadaný

uživatelem. V závislosti na nastaveńı výpočtu může nastat situace, že but’ požadovaný

počet frekvenćı se nepodařilo určit, nebo že některá z vlastńıch frekvenćı byla vynechána.

Při použit́ı Jacobiho metody rotaćı program obecně hledá větš́ı počet než zadaný. Daľśım

výstupem je tabulka, která každé vlastńı frekvenci přǐrazuje parametry Modálńı faktor

pod́ılu vlastńıho tvaru a Modálńı efektivńı motnost vlastńıho tvaru pomoćı kterých lze

určit, který ze základńıch mód̊u kmitáńı (kmitáńı v horizontálńım a vertikálńım směru)

v daném vlastńım tvaru kmitáńı převažuje. V př́ıpadě, že např. Modálńı faktor pod́ılu

vlastńıho tvaru Γα,x ≈ Γα,y, tak př́ıspěvek tohoto vlastńıho tvaru kmitáńı do obou směr̊u

je přibližně shodný. Vizuálńı kontrolu lze provést animaćı př́ıslušného vlastńıho tvaru.

Tato tabulka poskytuje nejen všechny vlastńı frekvence určené s cbybou menš́ı než za-

danou uživatelem, ale i ty, které byly nalezeny s chybou větš́ı. Chyba př́ıslušná nejvyšš́ı

vlastńı frekvenci je pro ilustraci uvedena.

Vypočtené vlastńı frekvence lze využ́ıt při stanoveńı parametr̊u Reyleighova útlumu α, β

v př́ıpadě, že při zadańı se zvoĺı součinitel poměrného útlumu ξ. Výpočet lze po určeńı

vlastńıch frekvenćı ukončit a zvolený rozsah frekvenćı pro stanoveńı parametr̊u α, β ověřit,

vizuálně nebo č́ıselně, připomeňme kapitolu 4.

3. Free field column analýza. Tento výpočet slouž́ı k nastaveńı časového pr̊uběhu sta-

tických okrajových podmı́nek na bočńıch hranićıch modelu, viz podkapitola 1.3. Výpočet

na obou hranićıch prob́ıhá současně. Materiálové modely v jednotlivých vrstvách, okra-

jové podmı́nky na BB hranici, předepsaný záznam zrychleńı a časový integračńı krok jsou

totožné s 2D modelem. Výsledky této analýzy nelze zobrazovat.

4. Vlastńı analýza modelu př́ıslušného dané fázi. Výsledkem analýzy je časový pr̊uběh

všech veličin. Program umožňuje zobrazit výsledky ve zvoleném časovém kroku, výsledky

krokovat v závislosti na délce integračńıho kroku, př́ıpadně výsledky animovat.
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